
Mathematik für Informatiker

2004-07-19 08:10 

Thomas Weise 

tweise@gmx.de

http://www.tu-chemnitz.de/~weist/index.htm

mit freundlicher Unterstützung von 

René Kreiner (Teil 3. Semester) 



 - 2 -  

Inhalt

1. komplexe Zahlen 3  
2. Matrizen 3  
3. Logik 5  
4. Mengenlehre 5  
5. Abbildungen und Funktionen 6  
6. Relationen 7  
7. Algebraische Strukturen 8  
8. Linearer Raum 9  

S
e

m
e

s
te

r 
1

 

9. Vektoroperationen 11  
10. Punkt, Gerade, Ebene 12  
11. lineare Operatoren 13  
12. Eigenwerte, Eigenvektoren 13  
13. Grenzwerte 14  
14. Flächen 14  S

e
m

e
s

te
r 

2
 

15. Kurven 17  
16. Ableitungen / Differentialrechnung 18  
17. Koordinatensysteme 19  
18. Integralrechnung 20  
19. Differentialgleichungen 21  S

e
m

e
s

te
r 

3
 

20. Permutationen und Kombinationen 22  
21. Wahrscheinlichkeiten 22  
22. Erwartungswert und Varianz 22  
23. Momente 22  
24. Verteilungen 22  
25. Mehrere Verteilungen 24  
26. Grenzwertbetrachtungen 24  
27. Konfidenzintervalle 25  
28. Tests 26  

S
e

m
e

s
te

r 
4

 

29. Notationen 27  
30. spezielle Formeln 27  T

 I
 

Diese Formelsammlung war zur Vordiplomsklausur Sommersemester 2003 offiziell zugelassen. 
Seitdem wurden jedoch einige geringfügige Änderungen am Inhalt gemacht. Diese sind jedoch so 
geformt, dass sie nie Beispiele enthalten und somit nie gegen die Regelungen verstoßen. 
Anregungen, entdeckte Fehler, Fragen und sonstiges an meine E-Mail Adresse (siehe erste Seite). 

„Jede Funktion kann man, vorausgesetzt es geht, differenzieren.“ (A. Meyer, 2001) 



 - 3 -  

1. komplexe Zahlen 

1i 2 −= baba ±=± b*ab*a =
b
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2. Matrizen 

a

aaa

aa

aaa

a ji
nm

1j1i

nm2m1m

n212

n12111

jiMatrixnmistA
==

===×

 

  

 

=

100

010

001

I =

000

000

000

aAa ij
T

jiA =⇔= A
T*A =

reelle Matrizen: 

symmetrisch TAA =

schiefsymmetrisch TAA −=

orthogonal IA*AAA TT* ===
T1 AA =−

komplexe Matrizen: 

Hermitesch *AA =

schief-Hermitesch *AA −=

unitär IA*AA*A ** ==
*1 AA =−

    

regulär singulär 

0AdetA 1 ≠⇔∃ −
0AdetA 1 =⇐−

( ) 11
A

1
A −−

α
=α ( ) 111

BAAB −−− =

    

Zerlege Matrix G in Summe aus symmetrischer 
Matrix G+ und schiefsymmetrischer Matrix G-:

−+ += GGG
2

GG
G

T+
=+

2

GG
G

T−
=−

Determinanten 

( )T T TE *C C *E= T T
a b b a=

Td
F a F

da
= Td

a G G
da

= Td
a Ha 2Ha

da
=

jede Zeile von A wird mit 
jeder Spalte von B
multipliziert 
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Adjunkte

irow/jcol/a)1(x ji
jiji

+−=∆↔

Inverse IA*AA*A:AMatrizenreguläre 111 ==∃∀ −−−

[ ]T1 AdjunktenderMatrix
Adet

1
A ∆=−

 Auch über doppelten Gauss 

3. Logik 

p1p =∧ 00p =∧ 11p =∨ p0p =∨
    

0pp =∧ 1pp =∨ ppp =∧ ppp =∨
    

pqqp ∧=∧ pqqp ∨=∨ r)qp()rq(p ∧∧=∧∧ r)qp()rq(p ∨∨=∨∨
    

)rp()qp()rq(p ∧∨∧=∨∧ )rp()qp()rq(p ∨∧∨=∧∨ qpqp ∨=∧ qpqp ∧=∨

)pq()qp()qp( ∧=⇔ )rq()rp(r)qp()rq(p ∧=∧= p)qp(pqqp ∧==

4. Mengenlehre 

M⊂∅ MM ⊂
( ) ( ) NTNMMT ⊂⊂∧⊂ ( ) ( ) NMMNNM =⊂∧⊂

A)A(/A CM = ∅=∩ )A(A CM M)A(A CM =∪ ∅=∅∩A
    

ABBA ∪=∪ ABBA ∩=∩ AAAAA =∩=∪ AA =∅∪

BxAxBAx ∈∨∈⇔∪∈ BxAxBAx ∈∧∈⇔∩∈
BxAxB\Ax ∉∧∈⇔∈ ( ) ( ) ( )CABACBA ∪∩∪=∩∪

( ) ( ) ( )CABACBA ∪∩∪=∪∩ ( ) ( ) ( )C\AB\ACB\A ∩=∪

( ) ( ) ( )C\AB\ACB\A ∪=∩ BBAABABA =∪∧=∩⇔⊂

 
n

1i
in21 AAAA ...

=
=∪∪∪  

n

1i
in21 AAAA ...

=
=∩∩∩

Potenzmenge: )M(P   Menge aller Teilmengen von M; 2
M)M(P =

Komplementmenge: )A(CM  der Menge A zu einer Grundgesamtheit M 

Produktmenge: BA ×  ist die Menge aller geordneter Pärchen ( ){ }BbAa:b,a ∈∧∈ .

)Maln(A...AAA
n ×××=



 - 6 -  

5. Abbildungen und Funktionen aInxx ea =

Eine Abbildung YX:F → von X in Y ist jede beliebige Teilmenge F von YX × .  Eine Abbildung 

YXF ×⊂ heißt eindeutige Abbildung oder Funktion, wenn gilt ( ) ( ) XxF,xF,x yyyy
2121

∈∀=∈∧∈ .

( ) ( ) YTfWXSfDYX:f ⊂=⊂=→

Abbildung aus X in Y  wenn S echte Teilemenge aus X und T echte Teilmenge aus Y sind. 

ein-eindeutige Abbildung wenn jedes Bild genau ein Urbild hat und umgekehrt. 

injektiv („Abb. von X in Y) )y(f)x(fyx ≠≠ und yx)y(f)x(f ==
(ein-eindeutig und XS = )

   

surjektiv („Abb. von X auf Y“) y)x(f:SxTy =∈∃∈∀  (gesamter Wertebereich wird überdeckt) 

bijektiv surjektiv und injektiv 

ganzrationale 
Funktionen 

{ } n)x(fgradn...0kR,0)x(f aaxa kn

n

0k

k
k =⇔∈∀∈≠=

=

höchstens n reelle Nullstellen, aber genau n Lösungen in C

 HORNER-SCHEMA, ist a + bi Nullstelle, so ist auch a - bi Nullstelle 

gebrochenrationale 
Funktionen 

n)x(hgradmit)x(h,m)x(zgradmit)x(z:
)x(h

)x(z
)x(f ===

=
=

sonstPolstelle

0)x(zitUnstetigkehebbare
0)x(h

trigonometrische 
Funktionen 

x)x(arcsinsin = x)x(sinarcsin =

−
π

= x
2

cosarccos)x(sinarccos [ ]1,1x²x1)x(arcsincos −∈−=

1xcosxsin 22 =+
xcos

1
xtan1

2

2 =+

βα±βα=β±α sincoscossin)(sin ( ) βαβα=β±α sinsincoscoscos  

αα=α cossin22sin α−=α 2sin212cos

( )
βα

β±α
=β±α

tantan1

tantan
tan

 

Hyperbel-
Funktionen 

2
xsinh

ee
xx −−

=
2

xcosh
ee

xx −+
=

ee

ee
xx

xx

xtanh
−

−

+

−
=

( )1²yylnyharcsin ++= ( )1²yylnyharccos −+=
x1

x1
ln

2

1
yharctan

−
+

=

1xsinhxcosh 22 =− ( ) xcoshysinhycoshxsinhyxsinh +=+



 - 7 -  

6. Relationen 

( ){ } lationRestelligenistPn..1i,:...,...P XxxxxXXX iin21n21 −=∈=×××=

Reflexivität ( ) MxRx,x ∈∀∈

Symmetrie ( ) ( ) My,xRx,yRy,x ∈∀∈⇔∈

Antisymmetrie ( ) ( )( ) My,xyxRx,yRy,x ∈∀=∈∧∈

Transitiv ( ) ( )( ) ( ) Mz,y,xRz,xRz,yRy,x ∈∀∈∈∧∈

Äquivalenzrelation reflexiv, symmetrisch, transitiv 
 Klasseneinteilung, disjunkte Teilmengen 
 Repräsentantensystem: aus jeder Klasse ein Element 

Ordnungsrelation reflexiv, antisymmetrisch, transitiv 

Sei ( ) ,M  teilweise geordnete Menge, so ist a

 unterer Nachbar baba ≠∧
 oberer Nachbar baab ≠∧

 unmittelbarer Vorgänger unterer Nachbar ∧ ( )bx,axbxa:Mx ≠≠∈   

 unmittelbarer Nachfolger oberer Nachbar ∧ ( )bx,axaxb:Mx ≠≠∈   

sei M eine endliche, teilweise geordnete Menge und ba , so enthält M stets 
eine Kette von a nach b. Wenn MT ⊂ , so können existieren: 

Tx ∈ kleinstes Element in T Txxx ∈∀ 

Tx ∈ größtes Element in T Txxx ∈∀ 

Ta ∈ minimales Element in T ( )axax:Tx ≠∈  

Ta ∈ maximales Element in T ( )axxa:Tx ≠∈  

Ms ∈ untere Schranke von T Txxs ∈∀ 

Ms ∈ obere Schranke von T Txsx ∈∀ 

Mg ∈ minimale untere Schranke von T g  ist untere Schranke sgs ∀∧  

Mg ∈ maximale obere Schranke von T g  ist obere Schranke ssg ∀∧  
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7. Algebraische Strukturen 

Ist M  eine beliebige Menge, so ist eine eindeutige Abbildung von MM n → eine n-stellige 
algebraische Operation. 
Eine algebraische Struktur ist eine Gesamtheit ( )Ω,M  mit M  als beliebige Menge und Ω  eine Menge 

von Operationen über M.

linksneutrales Element Maaae:e ll ∈∀=⊗

rechtsneutrales Element Maaea:e rr ∈∀=⊗
eeeee rlrl ==⇔∃∧∃

neutrales Element Maaeaae:e ∈∀=⊗=⊗

linksinverses Element eaa:a 1
l

1
l =⊗−−

rechtsinverses Element eaa:a 1
r

1
r =⊗ −−

inverses Element eaaaa 11 =⊗=⊗ −−

Potenz ( ) a
nMalna...aa =⊗⊗⊗

Algebraische Struktur ( )Ω,M M  beliebig, Ω  beliebig 
   

Gruppoid ( )⊗,M ( )OperationbinäreistMMM: ⊗→×⊗
   

Halbgruppe Gruppoid mit ( ) ( ) ( )assoziativistMa,b,ccbacba ⊗∈∀⊗⊗=⊗⊗
   

Monoid Halbgruppe mit neutralem Element Maaeaae:e ∈∀=⊗=⊗
   

Gruppe Monoid eaaaaa 11 =⊗=⊗∃∀ −−

   

Abelsche Gruppe Gruppe mit ( )kommutativistMb,aabba ⊗∈∀⊗=⊗
   

zyklische Gruppe Gruppe 
∀ Elemente sind Potenzen eines Elements 

1n1n0 a,...,a,aae −==

Ring { }( )⊕⊗,,M ( )⊕,M  ist Abelsche Gruppe 

( )⊗,M  ist Halbgruppe 
⊕⊗ vorgeht

( ) ( ) ( )cbcacba ⊗⊕⊗=⊗⊕
Distributivität ( ) ( ) ( )bcacbac ⊗⊕⊗=⊕⊗
Θ  Nullelement, neutrales Element bezüglich ⊕  existiert 
immer

Maaa ∈∀Θ=Θ⊗=⊗Θ
a−  inverses Element bezüglich ⊕

e (oder ) Einselement, neutrales Element bezüglich ⊗

aaeea =⊗=⊗    (a ⊗    = ⊗  a  =  a)

Integritätsbereich Ring ( )⊗,M  ist kommutativ,  existiert immer 

Nullteilerfreiheit: ( ) ( )Θ=∨Θ=Θ=⊗ baba
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Körper 
Integritäts-

bereich 
( )⊗Θ,\M  ist kommutative Gruppe mit Einselement 

     

  (i) ( ) ( ) Mc,b,acbacba ∈∀⊕⊕=⊕⊕ Assoziativität
    

  (ii) Maaaa: ∈∀=⊕Θ=Θ⊕Θ∃ Nullelement 
    

  (iii) Mb,aabba ∈∀⊕=⊕ Kommutativität
    

  (iv) ( ) ( ) Θ=−⊕∈−∃∈∀ aa:MaMa Invertierbarkeit
    

  (v) ( ) ( ) Mc,b,acbacba ∈∀⊗⊗=⊗⊗ Assoziativität
    

  (vi) Maaaeea:Me ∈∀=⊗=⊗∈∃ Einselement 
    

  (vii) Mb,aabba ∈∀⊗=⊗ Kommutativität
    

  (viii) eaa:Ma:a,Ma 11 =⊗∈∃Θ≠∈∀ −− Invertierbarkeit
    

  (ix) ( ) ( ) ( ) Mc,b,acabacba ∈∀⊗⊕⊗=⊕⊗ Distributivität

    

⊕⊗,  binäre Operationen, gleichberechtigt 
Boolesche Algebra { }( ),,,M ⊕⊗

 unäre Operation 

   0 neutrales Element bezüglich ⊕
   I neutrales Element bezüglich ⊗
    

  (i) xyyx ⊕=⊕  und My,xxyyx ∈∀⊗=⊗
    

( ) ( ) zyxzyx ⊕⊕=⊕⊕  und 
   (ii)

( ) ( ) Mz,y,xzyxzyx ∈∀⊗⊗=⊗⊗
    

( ) ( ) ( )zxyxzyx ⊗⊕⊗=⊕⊗ und
   (iii)

( ) ( ) ( ) Mz,y,xzxyxzyx ∈∀⊕⊗⊕=⊗⊕
    

  (iv) MxxIx,x0x ∈∀=⊗=⊕
    

  (v) Mx0xx,Ixx ∈∀=⊗=+

8. Linearer Raum 

E ist linearer Vektorraum über K (K = Zahlenkörper, E = beliebige Menge), wenn 

1) Ey,xEyx ∈∀∈+ 2) K,ExEx ∈λ∈∀∈λ
      

3) Ey,xxyyx ∈∀+=+ Kommutativität 4) ( ) ( ) Ez,y,xzyxzyx ∈∀++=++ Assoziativität

     
5) Exx0x:E0 ∈∀=+∈∃ Nullelement 6) ( ) ( ) 0xx:ExEx =+−∈−∃∈∀
     

7) Exxx*1 ∈∀= Einselement 8) ( ) ( ) Ex,K,xx ∈∈µλ∀µλ=µλ
    

9) ( ) Ey,x,Kyxyx ∈∈λ∀λ+λ=+λ 10) ( ) Ex,K,xxx ∈∈µλ∀µ+λ=µ+λ
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Linearkombination = E...
m

1i
iimm2211 xxxx ∈=+++ λλλλ

=

( E,...,, xxx m21 ∈ , Koeffizienten K,...,, m21 ∈λλλ )

lineare Hülle von E,...,, xxx m21 ∈  ist ∈λ∀λ=
=

m

ij
iim21 K:x)x,...x,x(span

linear unabhängig 0...0 m21

m

1i
ii x ====⇔= λλλλ

=
 (sonst linear abhängig)  LGS 

Basis X n linear unabhängige Elemente im n-dimensionalen Raum E sind Basis X

jedes Element in E kann durch 
Linearkombination der Basis 
dargestellt werden 

( ) xx...*,...,
m

1i
1i

m

1

m1a xxX =α=

α

α

=
=

linearer Unterraum U { }0,U0K,,Uy,xUxx ∈∈µλ∈∀∈µ+λ  ist Unterraum 

(Teilraum) lineare Hülle von m (<n) Elementen aus E ist stets linearer Unterraum 

lineare Mannigfaltigkeit { }Uz:zxyUx ∈∀+==+ , x ist fest und E∈

Skalarprodukt zy,x = ordnet jedem Paar Ey,x ∈ eine Zahl Kz ∈ zu, wenn gilt: 

(inneres Produkt) Länge der Projektion von y auf x.
   

 (i) Zz,y,xz,yz,xz,yx ∈∀+=+

 (ii) Z,Ey,xy,xy,x ∈λ∈∀λ=λ

 (iii) Ey,xx,yy,x ∈∀=  (konjugiert komplex) 

 (iv) Ex0x0x,x,0x,x ∈∀=⇔=≥

1 Ez,y,xz,xy,yzy,x ∈∀+=+

2 y,xy,x λ=λ

 Cauchy-Schwarz-Bunjakowskysche Ungleichung: y,yx,xy,x ≤S
k

a
la

rp
ro

d
u

k
t 

h
ie

r 
u

n
d

 n
ic

h
t 

b
ei

 
V

e
k

to
ro

p
e

ra
ti

o
n

e
n

 

=
=

n

1i
ii

n yxR y,x: )b,a(cosbab*a ∠=

unitärer Raum Raum mit Skalarprodukt 

Orthogonal 0y,xorthogonalEy,x =⇔∈

Orthonormalbasis 

(ONB) 
Ist Basis ( )xxx m21 ,...,,X =  von E mit ( )

=

≠
=δ=

ji1

ji0
j,i,xx ji

Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

1) =α yy
11

2
11 , yy

1111 ,=α yx 1
11

1

1

α
=

2) xy 1221 ,=α xyx~ 12122 α−= x~x~ 2222 ,=α x~x 2
22

2

1

α
=

3) 1k..1i:, xy ikki −==α
−

=
α−=

1k

1i
ikikk xyx~ x~x~ kkkk ,=α x~x k

kk
k

1

α
=

Transformationsmatrix 
Die Spalten von T sind die Basiselemente der Basis A dargestellt in Basis 
B.
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9. Vektoroperationen 

Skalarprodukt 
siehe vorige Seite 

y*xzy,x == Länge der Projektion von y auf x

Vektorprodukt Vektor × Vektor = Vektor 

(Kreuzprodukt) 

))v,v((Avv:v

yxyx

xzxz

zyzy

zyx

zyx

eee

vv 2121

1221

1221

1221

222

111

zyx

21 ∆=×=

−

−

−

==×

 Rechte-Hand-Regel 

( )2111111111 v,vsinvvvvvmaxvvv0vv||v ∠===⊥=

Betrag Vektor = Fläche des durch 21 v,v  aufgespannten Parallelogramms 

Spatprodukt ( ) ( )
zzz

yyy

xbx

cba

cba

cba

c*bac,b,a =β=×=

Volumen des durch c,b,a  aufgespannten Spates, = 6 * Pyramide (Tetraeder) 

||−⊥ - Zerlegung ||22
|| aaaa

a

ba
b

b

ba
a −=== ⊥

Normen { }i
p p

n

p

2

p

1
p

amaxaa...aaa =+++=
∞

Matrixnomen Zeilensummennorm 
=

=
n

1j
ji

i
amaxA verträglich mit Maximumnorm 

 Spaltensummennorm 
=

=
n

1i
ji

j
amaxA verträglich mit Summennorm 

 Verträglichkeit VMV
xAAx ≤

+++≤ p p

n

p

2

p

1

n

1

i

n

j
jij a...aaVektornorm*Matrixnormxa
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10. Punkt, Gerade, Ebene 

Punkt a:A
   

Punkt-Punkt Abstand 21 aa −

Gerade ( ) 0rpxrpx:g =×−λ+=
   

Punkt-Gerade Abstand
( )

r

rpa ×−

Gerade-Gerade Abstand
( )( )

21

2121

rr

rrpp

×

×−

Schnittpunkt LGS 122211 pprr −=λ−λ

parallel wenn kein Schnittpunkt oder 21 rr γ=

gleich wenn unendlich viele SP, parallel und 112 rpp λ+=  oder 

Abstand = 0 

Ebene ( )( ) [ ]px,v,u0pxvu

vu

vu
n

zyx

0n)px(
vupx:e −==−×

×

×
=

δ=γ+β+α

=−µ+λ+=

    

Punkt-Ebene Abstand
( )

δ−γ+β+α
−

zyx aaa
n

npa

    

Gerade-Ebene Schnittpunkt  LGS eggee pprvup −=λ−µ+λ+

   
   nicht lösbar: parallel 
     Abstand: siehe Punkt-Ebene 

      unendlich viele Lösungen: Gerade liegt in Ebene 
    

Ebene-Ebene Schnittgerade LGS 221222221111 ppvuvu βµ+α=λ≈−=µ−λ−µ+λ

SG: ( ) ( )2222 vuupx:g +βλ+α+=
   nicht lösbar: parallel 
     Abstand: siehe Punkt-Ebene 

      unendlich viele Lösungen: Ebenen gleich 
    

mehrere Ebenen Normalenform einsetzen, 
LGS lösen 

Ergebnis sind die Punkte auf dem 
Schnittgebilde nnnn

2222

1111

dzcybxa

....

dzcybxa

dzcybxa

=++

=++

=++
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11. lineare Operatoren 

21 EE: →A Additivität: ( ) )y()x(yx AAA +=+

 Homogenität: )x()x( AA λ=λ

 ist 0Adet ≠  ein-eindeutiger Operator 

ist A symmetrisch Ay,xy,Ax =  sonst yA,xy,Ax *=

Matrixdarstellung Spalten von A sind Bilder der Basiselemente von E1 in der Basis E2

Anzahl Spalten = dim E1

Anzahl Zeilen = dim E2

12. Eigenwerte, Eigenvektoren 

Eigenwerte λ xAx:Rx,RRA nnn λ=∈∈λ∃∈ × Eigenvektormatrix X

λΠ=∈λ∀ AdetR

charakteristisches Polynom ( )IAdet)( λ−=λχ

Lösungen des Polynoms 0)( =λχ  setzen ergibt Eigenwerte. 

Diagonalisieren AXXRAXX T1 ∈=Λ −

 Diagonalisieren geht mit Matrix der normierten Eigenvektoren. 

Ähnlichkeitstransformation AXXB 1−=  gleiche Eigenwerte λ

Eigenvektoren bestimmen entweder sehen, oder λ in Matrix einsetzen, Gauss machen, Ergebnis 
kommt raus in Abhängigkeit von irgendwas = EV 

algebraische Vielfachheit a Vielfachheit einer Lösung des charakteristischen Polynoms 

geometrische Vielfachheit g
Anzahl der Eigenvektoren zu einer Lösung des charakteristischen 
Polynoms

1 ≤ g ≤ a 
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13. Grenzwerte 

konvergente Folgen sind beschränkt 
beschränkte monotone Folgen haben einen Grenzwert / sind konvergent 

bestimmt divergent:  ∞=kalim

unbestimmt divergent:  sonst 

Dreifolgensatz  k
k

k
k

k
k

0kkk climblimalimNkcba
∞→∞→∞→

==≥∀≤≤

<α

=α

>α

=
α∞→

0div

01

00

k

1
lim
k

=

<

=
∞→

sonstdiv

0q1

1q0

qlim k

k

x x x x x ln lim flim f ?? ln lim f lim ln f lim x ln f !! lim f e= = =

stetig )x(flim)x(f
0xx

0
→

= evtl. Maximum, Minimum 

   

unstetig 1. Art )x(flimg)x(flimg
00 xx

2
xx

1
↑↓

== Supremum, Infimum 

  hebbar g1 = g2, nur f(x0) nicht definiert oder ≠ g1 bzw. ≠ g2

  Sprungstelle g1 ≠ g2

 2. Art mindestens ein Grenzwert ist uneigentlich (± ∞) unbestimmt divergent 

  Polstelle ±∞===
→↑↓

)x(flim)x(flim)x(flim
000 xxxxxx

  unbestimmt Divergent mindestens ein Grenzwert existiert nicht 

diffbar g
h

)x(f)hx(f
lim 00

0h
=

−+
∃

→

l’Hospital
)x('g

)x('f
lim

)x(g

)x(f
lim

0

0

)x(g

)x(f
lim

000 xxxxxx →→→
=

∞
∞

∨=

Mittelwertsatz )xx))(xx(x('f)x(f)x(f 0000 −−υ++=

Taylor-Entwicklung 
∞

=
=

0k

k
)k(

x
!k

)0(f
)x(f   oder ( )

(k)
k0

0
k 0

f (x )
f (x) x x

k!

∞

=
= −
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14. Flächen 
ϕϕ

ϕ−ϕ

cossin

sincos

0jizhygxfyz2exz2dxy2²cz²by²ax =+++++++++

mit Eigenwerten Eigenvektoren bestimmen, 
Eigenvektormatrix A zum Diagonalisieren 
benutzen. 

( ) ( ) 0j

z

y

x

ihg

z

y

x

cfe

fbd

eda

zyx =++

(siehe 12. Eigenwerte und Eigenvektoren) 

( ) ( ) 0j

z

y

x

Aihg

z

y

x

00

00

00

zyx

n

n

n
T

n

n

n

3

2

1

nnn =++

λ

λ

λ

neues Polynom aufstellen 0j...zyx
2

n3
2

n2
2

n1 =++λ+λ+λ

Quadratische Ergänzung machen 
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15. Kurven 

Tangentenanstieg 

)t(x

)t(y
•

•

 Tangentenvektor •

•

)t(y

)t(x
 Normalenvektor 

−
•

•

)t(x

)t(y

Schnittpunkt mit x-Achse: y = 0 Schnittpunkt mit y-Achse: x = 0 

Tangente || x-Achse: 0)t(y 0 =
•

 Tangente || y-Achse: 0)t(x 0 =
•

singuläre Punkte 

 Doppelpunkt )t(y)t(y),t(x)t(x,tt 212121 ==≠

  2 Tangenten 
)t(x

)t(y

)t(x

)t(y

2

2

1

1
•

•

•

•

≠

  Berührungspunkt Tangenten parallel 

 isolierter Punkt keine Tangente 
   

 Rückkehrpunkt (Spitze) 0)t(y)t(x 00 ==
••

 (doppelte Tangente) 

 Knickpunkt 
)t(x

)t(y
lim

)t(x

)t(y
lim

0
0

tttt
•

•

↑•

•

↓
≠

 Asymptotenpunkt =
∞→ 0

0

t y

x

)t(y

)t(x
lim

konvex f’’ > 0 

konkav f’’ < 0
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16. Ableitungen / Differentialrechnung 

f = c u f’ = c u’  y = u ± v y’ = u’ ± v’ 

f = u v f’ = u’v + v’u  
u

f
v

=
2

u 'v v 'u
f '

v

−
=

f = u ( v (x) ) f’ = v’(x) u’( v (x) )  xn n xn-1

tan x 
2

1

cos x
arcsin x 

2

1

1 x−

arccos x 
2

1

1 x
−

−
arctan x 

2

1

1 x+

loga x 
1

x ln a
ax ax ln a 

partielle Ableitungen  Hessian  Richtungsableitungen 

mit Nabla-Operator  
Matrix aus allen partiellen 

Ableitungen 

∂
∂
∂
∂

==∇

y

f

x

f

fgradf ==∇
yyyx

xyxx2

ff

ff
)y,x(Hf

1a:a*f =∇
  

1. Ansatz 

=

yx

0

f

1

0

,

f

0

1

spanT

−

=

1

f

f

n y

x
 

Tangentialebene:

Ζ∈µλµ+λ+= ,

)y(f

1

0

)x(f

0

1

)y,x(f

y

x

T

0y0x00

0

0

2. Ansatz )yy()y,x(f)xx()y,x(f)y,x(fz 000y000x00 −+−+=

totales Differential: dy
y

f
dx

x

f
df

∂
∂

+
∂
∂

= fdf ∆≈  für Fehlerrechnung 

   

Extremwerte 0f
!

=∇ zur Berechnung von statischen Punkten 

Hf2 =∇ positive definit   Minimum, det d. Hauptminoren > 0 

  negativ definit  Maximum, det d. Hauptminoren alternierende 
VZ (a11-negativ) 

  sonst keine Aussage (Sattelpunkt) 

mit
Nebenbedingungen: 

Lagrange: ( ) ( ) [ ]nn11 yyy,xf,y,xL λ+λ+=λ
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x

y

y

xϕ

r

dx
dy 

dz

x

y

z
z

y

dr
dϕ

dh

dϑ 

dr

dϕ 

z

y

17. Koordinatensysteme 

kartesische Koordinaten polare Koordinaten

ϕ=ϕ= sinry,cosrx ( )iyxarg,²y²xr +=ϕ+=

===
b

0

a

0

abdydxAdydxdA ²RddrrAdrdrdA
2

0

R

0

π=ϕ=ϕ=
π

kartesische Koordinaten Zylinderkoordinaten Kugelkoordinaten

   

hz,sinry,cosrx =ϕ=ϕ= ( ) zh,iyxarg,²y²xr =+=ϕ+= ( )

r
zarccos

,iyxarg,²z²y²xr

=ϑ

+=ϕ++=

[ ] [ ]π∈ϑπ∈ϕϑ=

ϑϕ=ϑϕ=

;02;0;cosrz

,sinsinry,sincosrx

   
   

dxdydzdV = dhdrdrdV ϕ= ϕϑϕ= dsinddr²rdV

abcdzdydxdxdydzV
b

0

c

0

a

0

=== H²RdrdrdhV
2

0

R

0

H

0

π=ϕ=
π

³R
3

4
dsinddr²rV

0

2

0

R

0

π=ϑϑϕ=
ππ

Ebenensymmetrie Zylindersymmetrie Kugelsymmetrie 

a)ra('f)ra(f
r

)r(V
r

=
∂

∂
=

∂

∂ ( ) ( )ree'fref
r

)r(V
r

××=×
∂

∂
=

∂

∂

r

r
'V

r

r

dr

dV
)r(V

r
=

∂
∂

=
∂

∂

Immer bei Skalarprodukt. Immer bei Kreuzprodukt. Immer bei V(r) und nicht )r(V .
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18. Integralrechnung 

+=
b

a

c

a

b

c

dx)x(fdx)x(fdx)x(f =
a

a

0dx)x(f β+α=β+α
b

a

b

a

b

a

dx)x(gdx)x(fdx))x(g)x(f(

Mittelwertsatz der 
Integralrechnung 

[ ]b;a:)ab)((fdx)x(f
b

a

∈ξ−ξ=

Hauptsatz der Differential- und 
IntegralRechnung 

[ ]b;ax),x(f)x(F:)a(F)b(Fdx)x(f
b

a

∈=′−=

Integration durch Substitution dx))x(g(f setzen:
dx

dz
z,z)x(g =′=

folglich: dz)z(f  Grenzen einsetzen! 

partielle Integration ′−=′ dxvuuvvdxu ; ′−=′ vdxuuvdxvu

Flächenberechnung kartesisch ( ) dx)x(f)x(fA
b

a

12 −=

   

 polar ϕ
ϕ

=
ϕ

ϕ

d
2

)(f
A

2

1

2

   

 Parameter dt)t(x*)t(yA
b

a

=
•

   

 Leibnitz Sektor 
(überschneidungsfrei, 
geschlossen) 

−=
••

dt)t(x)t(y)t(x)t(y
2

1
A

2

1

t

t

Bogenlänge kartesisch ( )2
xf1ds ′+=

   

 polar ( ) ( )22
rrds ϕ′+ϕ=

   

 Parameter 22 )t(y)t(xds
••

+=

Rotationskörper Volumen dx)x(fV
b

a

2π=

 Mantelfläche ( ) dx)x(fxf12)x(ds)x(f2A
b

a

2
b

a

′+π=π=

   

Schwerpunkt Kurvenstück 

b
2

a
s b

2

a

x 1 f (x) dx

x

1 f (x) dx

′+

=
′+

( )

′+

′+
=

b

a

2

b

a

2

s

dx)x(f1

dx)x(f1xf

y

    

 Fläche dx)x(f*x
A

1
x

b

a

s = dx
2

)x(f

A

1
y

b

a

2

s =
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Kurvenintegral 1. Art ( ) ( ) [ ]
••

+==
B

A

22
t

t

dt)t(y)t(x)t(y),t(xfdsy,xfKdsxfK
b

a

Kurvenintegral 2. Art 
••

+==Ι
K

b

a

21 dtyPdtxPxdP
 

 Kurve parametrisieren 

Volumenberechnung ( )
Ω Ω

== dzdydxz,y,xfdVV ( ) ( )==
A

dydxy,xfV:y,xfz

∇=
∂

∂
=

)A(V)A(VA

dV)r(fdV)r(f
r

Ad)r(f ( )×∇=×
∂

∂
=

)C(A)C(AC

Ad)r(fAd)r(f
r

rd)r(f

19. Differentialgleichungen 

homogene DGL Trennung der Veränderlichen )x(f
dx

dy
=

Integrieren: y(x) bis auf Konstante bestimmbar oder 
dx

dy
Y =′

 evtl. Substituieren: Konst. durch AWP bestimmbar 

inhomogene DGL Ansatz: pH yYy +=

)x(g)x(y)x(p)x(y =+′

x

y
v

x

y
f'y ==

−
=

dx)x(p

H e*CY

−
=

dx)x(p

p e*)x(Dy
=

− x

dx

v)v(f

dv

 Einsetzen in DGL:  dxe*)x(g)x(D
dx)x(p

=

höhere Ordnung 

homogene DGL Ansatz ,...ey,ey,eY x2xx λλλ λ=′′λ=′=

∂=α+λα+λα++λα 01
2

2
n

n ...  alle Nullstellen bestimmen 
x

n
x

*2
x

1
n21 e*C...eCe*Cy

λλλ +++=
 bei mehrfach NS jeweils Ansatz mit x erweitern 

:C∈λ  Euler-Zerlegung: ϕ+ϕ=ϕ sinicose i

ax
1n

ax
n e)bx(sinCe)bx(cosC...ybia +++=±=λ

inhomogene DGL Störgliederansätze siehe Göhler S.83 
 bei Resonanzfall (oder wenn y fehlt) Ansatz mit x erweitern 

Summen von g(x)  Summen der Ansätze 
xbxb Aeae)x(g =

01
1n

1n
n

n01
1n

1n
n

n AxAxAxAaxaxaxa)x(g ++++++= −
−

−
−   

bxcosCbxsinAbxcoscbxsina)x(g ++=
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20. Permutationen und Kombinationen 

mögliche Versuchsausgänge (n aus M) ( )
n n n!

k n k k! n k !
= =

− −

mit Zurücklegen ohne Zurücklegen 

geordnet nM ( )!nM

!M

−

ungeordnet 
−+

n

1nM

n

M

21. Wahrscheinlichkeiten 

gesamtEreignisse#

Ereignissegünstige#
)A(P =

)B(P

)BA(P
)B|A(P

∩
= )BA(P)B(P)A(P)BA(P ∩−+=∪

=
=

n

1i
ii )A(P)A|B(P)B(P Satz von Bayes: 

=
=

=
n

1j
jj

ii
i

)A(P)A|B(P)B(P

)A(P)A|B(P
)B|A(P

22. Erwartungswert und Varianz 

+∞

∞−∀
== dx)x(fx)x(PxEX

i
ii

( ) 2

i
i

2
i

2 )EX(dx)x(f²x)x(PEXx)EX(²EX)²EXX(EX²D −=−=−=−=
+∞

∞−∀

X²D²aaX²D =

23. Momente 

Ordnung = Summe der Potenzen der Zufallsvariablen 

eine Zufallsvariable { }x
m m E Xα

α
α= =

g
e
w

ö
h

n
li

c
h

mehrere Zufallsvariablen { }
1 2 n 1 2 n 1 2 nn1 2

1 2 n

... ...x x ...x

n1 2

m m k

EX *X *...*X

α α α α α α α α α

α α α

= =

=

eine Zufallsvariable ( ) ( )1x
E X m E X EXα

α α
αµ = µ = − = −

3 3
1 3 3

2

4
2 4

4

4

Schiefe :

Exzess : 3

Wölbung :

µ µ
γ = =

σ µ

µ
γ = −

σ
µ

σ

ze
n

tr
a

l 

mehrere Zufallsvariablen 
( ) ( ) ( )

1 2 n 1 2 n 1 2 nn1 2

1 2 n

1 1 1
1 2 n

... ...x x ...x

1 2 nx x x
E X m * X m *...* X m

α α α α α α α α α

α α α

µ = µ = σ

= − − −
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24. Verteilungen ( ) ( ) ( )
i

i

x

i
x x

F x P X x p f x dx
< −∞

= < = =

Hypergeometrische Verteilung Hn (k; N, M)

Lottomodell (n aus N mit m von M Guten) 

N

M
nEX =

1N

nN
)

N

M
1(

N

M
nX²D

−
−

−=

−

−

==

n

N

mn

MN

m

M

)mx(P

Binominalverteilung (Bernoulli) B(n; p)

npEX = )p1(npX²D −=

maximale Varianz bei Messung 
n

)p1(p
X²D

−
=

( ) knk p1p
k

n
)kX(P

−−==

Poisson-Verteilung π λ

λ=EX λ=X²D

λ−λ
== e

!k
)kX(P

k

Ereignisse blitzartig, in unendlich kleiner Zeit keine Ereignisse, Anzahl von Intervalllänge und 
nicht Lage abhängig, bei sich nicht überlappenden Intervallen stochastisch unabhängig 

dazu: Poisson-Prozess 

Xt ... # Ereignisse im Intervall der Länge t 

( ) t
k

t e
!k

t
)kX(P µ−µ

==

Y … Abstand zwischen zwei Ereignissen

λ=µ= tEX t λ=µ= tX²D t

−
=<=≤

µ−

0

e1
)yY(P)yY(P

y

d
is

k
re

te
 Z

u
fa

lls
g

rö
ß

e
n

 

Normalverteilung N(µ, σ²)

µ=EX ²X²D σ=

( )
2

2

2

x

e
2

1
)x(f σ

µ−
−

πσ
=

Normieren auf N(0, 1):
σ

µ−
Φ=≤

x
)xX(P

( )

∞−

σ

µ−
−

πσ
=Φ=≤

x
2

z

dze
2

1
)x()xX(P

2

2

Exponentialverteilung exp(λ)

≤

>λ
=

λ−

0x0

0xe
)x(f

x

λ
=

1
EX

2

1
EXX²D

λ
==

≤

>−
=≤

λ−

0x0

0xe1
)xX(P

x

Gleichverteilung 

)ab(
2

1
EX −= 2)ab(

12

1
X²D −=

≤≤
−=

sonst0

bxa
ab

1

)x(f

x a
a x b

b a

P(X x) 0 x a

1 x b

−
≤ ≤

−
≤ = <

>

s
te

tig
e

 Z
u

fa
lls

g
rö

ß
e

n
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25. Mehrere Verteilungen 

mehrere Normalverteilungen ( )σµ 2
ii ,N~X

Achtung bei einer Verteilung die 
zweimal vorkommt!! 

   

mehrere Exponentialverteilungen ( ) =λ
i

i
EX

1
expexp~X

26. Grenzwertbetrachtungen 

Zentraler 
Grenzwertsatz Φ<

σ
µ−

≈< xn
X

)xZ(P

Moivre-LaPlace bei 4wenigstensoder9)p1(pn ≥≥−

( )−

−
Φ=≤

p1pn

npx
)xX(P

 mit Stetigkeitskorrektur  

( ) ( )−

−−
Φ−

−

−+
Φ=+≤≤−=≤≤

p1pn

np5,0a

p1pn

np5,0b
)5,0bX5,0a(P)bXa(P

Poisson np:e
!k

)kX(PteilungPoissonverp1500n10np
k

=λ
λ

==>>∧<< λ−

Tschebbysheff 
²

X²D
)|EXX(|P

ε
≤ε≥−
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27. Konfidenzintervalle

Fehlerwarscheinlichkeit α

Für einseitige Intervalle: 
2

1 α−  durch α−1  ersetzen. 

Anzahl der Messungen ist n, daher n – 1 Freiheitsgrade 

   

Verteilung gesucht Intervall 
   
   

)p,1(B p
( )

+
−

±+
+

ααα

α
−−−

−

2

11

2

12

1
222

2

z
n2

1

n

x1x
zz

n2

1
x

zn

n

),(N 2σµ µ

n
zx

2
1

σ
± α−

   

),(N 2σµ µ

n

s
tx

2
1,1n α−−±

   

),(N 2σµ 2σ ( ) ( )
2

,1n

2

2

1,1n

2

22

s
1n...

s
1n

αα −−− Χ
−

Χ
−
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28. Tests 

Verteilung H0 H1 Testfunktion kritischer Bemerkungen

der Grund- T (X1, . . . , Xn) Bereich K

gesamtheit

N(µ, σ2) µ = µ0 µ �= µ0 T = Xn−µ0

σ

√
n |T | > z1−α

2
σ2 ist bekannt

N(µ, σ2) µ ≤ µ0 µ > µ0 T = Xn−µ0

σ

√
n T > z1−α = zγ σ2 ist bekannt

N(µ, σ2) µ ≥ µ0 µ < µ0 T = Xn−µ0

σ

√
n T < −z1−α = −zγ σ2 ist bekannt

N(µ, σ2) µ = µ0 µ �= µ0 T = Xn−µ0

Sn

√
n |T | > tn−1,1−α

2
σ2 ist unbekannt

N(µ, σ2) µ ≤ µ0 µ > µ0 T = Xn−µ0

Sn

√
n T > tn−1,1−α σ2 ist unbekannt

N(µ, σ2) µ ≥ µ0 µ < µ0 T = Xn−µ0

Sn

√
n T < −tn−1,1−α σ2 ist unbekannt

N(µ, σ2) σ2 = σ2
0 σ2 �= σ2

0 T = (n − 1)S2
n

σ2
0

T < χ2
n−1, α

2
µ ist unbekannt

oder
T > χ2

n−1,1−α
2

N(µ, σ2) σ2 ≤ σ2
0 σ2 > σ2

0 T = (n − 1)S2
n

σ2
0

T > χ2
n−1,1−α µ ist unbekannt

N(µ, σ2) σ2 ≥ σ2
0 σ2 < σ2

0 T = (n − 1)S2
n

σ2
0

T < χ2
n−1,α µ ist unbekannt

B(1, p) p = p0 p �= p0 T = X−p0√
p0(1−p0)

√
n |T | > z1−α/2

X : rel. Häufigkeit

n muß groß sein

B(1, p) p ≤ p0 p > p0 T = X−p0√
p0(1−p0)

√
n T > z1−α X : rel. Häufigkeit

n muß groß sein

B(1, p) p ≥ p0 p < p0 T = X−p0√
p0(1−p0)

√
n T < −z1−α X : rel. Häufigkeit

n muß groß sein

N(µA, σ2
A) µA = µB µA �= µB T =

(XA−XB)
√

nAnB
nA+nB

√

(nA−1)S2
A

+(nB−1)S2
B

nA+nB−2

|T | > tnA+nB−2,1−α
2

nA, nB müssen

N(µB, σ2
B) groß sein
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29. Notationen 

f = O (g) ∃ c, ∃ n0 : ∀ n ≥ n0  f(n) ≤ c g (n) 

„f wächst nicht schneller als g“
   

f = Ω (g) ∃ c, ∃ n0 : ∀ n ≥ n0  f(n) ≥ c g (n) ≡ g = O(f) 

„f wächst mindestens so schnell wie g“
   

f = Θ (g) f = O (g) und g = O(f) 

„f und g sind von der selben Größenordnung“ 
   

f = o (g) f (n) / g (n) ist Nullfolge 
„f wächst langsamer als g“

   

f = ω (g) g = o (f) 

„f wächst schneller als g“

30. spezielle Formeln 

Summe der ersten n natürlichen 
Zahlen:

( ) 2n

i 1

n n 1 n n
i

2 2 2=

+
= = +

Summe der ersten n - 1

natürlichen Zahlen: 
( ) 2n 1

i 1

n n 1 nn n
i

22 2 2

−

=

−
= = − =

Summe der Quadrate der ersten 
n natürlichen Zahlen: 

( )( ) 3 2 3 2n
2

i 1

n n 1 2n 1 2n 3n n n n n
i

6 6 3 2 6=

+ + + +
= = = + +

Summe der 3. Potenz der ersten 
n natürlichen Zahlen: 

( ) 2 2
2 4 3 2n

3

i 1

n n 1 n n n n n
i

2 2 2 4 2 4=

+
= = + = + +

geometrische Reihe: 
nn 1

i

i 0

a 1
a

a 1

−

=

−
=

−

n 1n
i

i 1

a 1
a 1

a 1

+

=

−
= −

−

n 1n
i

i 0

a 1
a

a 1

+

=

−
=

−

Potenzfolge: 
( )

( )

n 1 nn n
i i

2
i 0 i 1

a n 1 a 1
i a i a a

a 1

+

= =

− + +
= =

−

( )
n n n!

k n k k! n k !
= =

− −

n n n 1

k k 1 k 1

+
+ =

+ +

n 1

k 0

k n

i i 1

−

=
=

+

n
n

k 0

n
2

k=
=


