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1. komplexe Zahlen

2o atb=a +b avb=a*b (i}i
b/ b
Normalform trigonometrische Form | Exponentialform
a o+Bi r (cos @ +1i sin @) ‘ re?
OL=T COS @ r= /az*B2:|a|
B=rsin@ tan q):E,(pe [O..Zﬂ:) arctanE-i-Quadrant:(p
o o
Re (a) ="1+5 I cos @
2
Im (a) B= a—.a rsin @
21
|a Va*a =, fo2 *p? r
Arga arctanE+Quadrant 0e [0..27t)
o
a o-Bi r (cos - @ +isin - ) ‘ re’t?
ath (o, Toy) +i(B, £By)
a*b (00, =BaBp)+i (0, By +B,0y) | T,Ty (COS (@, +@y)+isin (¢, +¢y)) ‘ I,Iy € (0t y)
o0y + .0y P, —PpQy, a .. 2 i(On—
= O By | %Ps By 2 (cos (9, — @y ) +isin (9, ~9y) .
b ap, +Bj ap, +Bp Ty Ty
a" " (cosn@+isinno) ‘ " elne
By n ® & can [ @ E (o 2kn
Va x/;(cos[n+ - )+1sm[n+ - K/;el(TT]
00 2300 Z4s Zeoc  Zooe Z o200 X 135° T 150° g 180°
6 4 3 2 3 4 6
sin 0 L i«E iﬁ 1 1«5 1\5 L 0
2 2 2 2 2 2
cos 1 l«ﬁ l«E L 0 L —l«E —lxﬁ -1
2 2 2 2 2 2
tan 0 L 1 V3 %) A -1 A 0




2. Matrizen

ai

din

1 0 0 0 0 0
: . a21 A2n ., mn
Aist mxn Matrix = ; ;= =ajj i I=[0 1 0 () ={0 00
0 0 1 0 0 0
Aml dm2 d mn
| | I L | A=ai e A =aj AT=AT
] reelle Matrizen:
m A mx| Matrix mxn M symmetrisch A=AT
i _n_— 3 — »E i schiefsymmetrisch A=-AT
4
= orthogonal AT=AT=AT*A =1
il E Al =AT
(PRI 1 Rg2 2 RS 3 R4 4 X
-} komplexe Matrizen:
| = | . \
jede Zeile von A wird mit o Hermitesch A=A
:ﬁﬂﬁ?p"zi:ga"e ven B 5" schief-Hermitesch A=-A"
L 2 — unitar A*A = AT *A =1
L« | x
n A=A
reguldr singular |
- (@A) =LA (AB) =A"'B™!
JAT < detA#0 I A" —=detA=0 o
Zerlege Matrix G in Summe aus symmetrischer GoG*+G- G+ _G+G' G- _G-G'
Matrix G und schiefsymmetrischer Matrix G™: =G+ Y )
16 25 34
1 2 3 4 5 6
=ad-bc : :
= aei+bfg+cdh-ceg—-bdi—afh
=1 j=2 j=3
Determinanten i=1 i+]
i=21a21 a22 a (-1 )
=3|a31 a82 a |
12 a21 a23 13 a21 a22
a31 a33 a31 a32
d d d
T T T T T Bhal b -1 A el PN — QT _
(E*C)" =CT+*E a"b=b"a _[E a]=F da[a Gl=¢ dg[g Ha |=2Ha




Adjunkte

xij © Ay =(D"|a/col j/rowi

PEPIPRE a21 a22
5= (-1) a31 a32
Inverse V regulire Matrizen JA™ :A*AT = AT *A =]
Al = b [Matrix der Adjunkten A]T
det A
Auch Uber doppelten Gauss
3. Logik
pAal=p pA0=0 pvl=1 pvO=p
pAp=0 pvp=1 pAP=p pvp=p
PAQ=qAp pvq=qvp pAa(@ar)=(pAag)Aar  pv(qvr)=(pvq)Vvr
PA@VD=(PAQDV(PAT)  PV(AAD=(PVAA(DVI) parg=pvq pva=pAq
Ped=p=9r@=p) P=@=D=pPArQ=>r=p=0DA[Q=1)  p=q=q=>p=(pAq)=p
4. Mengenlehre
dcM McM
(TcM)A(McN)=TcN McN)A(NcM)=>M=N

uB

AICy(A)=A ANCy(A)=@ AUCy(A) =M AND =D
AUB=BUA ANB=BNA  AUA=ANA=A AUJ=A

xe AUB& xe AvxeB xeAnNB& xe AAxeB
xe A\ABo xe ArxeB AUBNC)=(AUB)N(AUC)
An(BuUC)=(AUB)N(AUC) A\(BuC)=(A\B)n(A\C)
A\(BNC)=(A\B)U(A\C) AcBoSANB=AAAUB=B
Menge A Menge B n n
AIUAzu...UAnzizlAi Alr‘\Azﬁ...ﬁAnzi:lAi
Potenzmenge: P (M) Menge aller Teilmengen von M; | P(M) |=2 M

Komplementmenge: Cy (A) der Menge A zu einer Grundgesamtheit M
Produktmenge: AxB ist die Menge aller geordneter Parchen {(a,b):a€ A Abe B}.

A"=AXAX.. XA (n Mal)
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5. Abbildungen und Funktionen 2t —xina

Eine Abbildung F: X —>Y von X in Y ist jede beliebige Teilmenge F von XxY . Eine Abbildung
F c XxY heift eindeutige Abbildung oder Funktion, wenn gilt (x, Y1)e Fa (x, yz)e F=y =y, vxeX.

f:X—>Y D(f)=ScX W(f)=TcY

Abbildung aus X in Y wenn S echte Teilemenge aus X und T echte Teilmenge aus Y sind.
ein-eindeutige Abbildung wenn jedes Bild genau ein Urbild hat und umgekehrt.
injektiv. (,Abb.von XinY) xzy=fX)#f(y) und f(x)=f(y)=x=y
(ein-eindeutig und S=X)
surjektiv  (,Abb.von X auf Y*) Vye T3Ixe S:f(x)=y (gesamter Wertebereich wird iberdeckt)

bijektiv surjektiv und injektiv
ganzrationale -3 k _
Funktionen f(x) ank x“a,#0,a,€ RVke{0..n} grad f(x)=n

héchstens n reelle Nullstellen, aber genau n Lésungen in C
HORNER-SCHEMA, ist a + bi Nullstelle, so ist auch a - bi Nullstelle

gebrochenrationale ¢ x)= 2(x) :z(x) mit grad z (x) =m, h (x) mit grad h (x) =n

Funktionen h(x)
hebbare Unstetigkeit z(x) =0
h(x)=0=
Polstelle sonst
trigon_ometriSChe sin (arcsin x) = X arcsin (sin x) = x
Funktionen
. T
arccos (sin x) = arccos (COS (Ej - Xj cos (arcsinx) =+1-x>  xe[-1]
.2 2 2 _ 1
sin” x+cos” x =1 I+tan” x =—
cos” x
sin (o0 £ B) =sin o.cos B+ cos osin B cos (0.£B)=cosocosP sinousin B
sin 20. =2 sin o.cos O cos200=1-2sin’ o
t. Tt
tan (00 +B)= tanottanp
1 tanotanf
Hyperbel- X —x X, X X_ X
Funktionen sinh x=5—-¢ coshx =& 1€ tanh x = ex eﬂ(
2 2 e te
1. 1+
arcsinhy:ln(y+,/y2+l) arccoshy=ln(y+,/y2—l) arctanhyzzlnl—X
-X
cosh? x —sinh?>x =1 sinh (x +y) = sinh x cosh y +sinh y cosh x



6. Relationen

P=XxX,X.. XX, = {(Xl , XZ’“Xn): Xi€ X;,1= 1..n}3 P ist n —stellige Re lation

Reflexivitat
Symmetrie

Antisymmetrie

Transitiv

Aquivalenzrelation

Ordnungsrelation

(x,x)eR VxeM

(x,y)e R e (y,x)e R Vx,yeM

(x,y)e RA(y,x)eR)=x=y Vx,yeM

(x,y)e RA(y,z)e R)=(x,z)e R Vx,y,ze M
reflexiv, symmetrisch, transitiv

Klasseneinteilung, disjunkte Teilmengen
Reprasentantensystem: aus jeder Klasse ein Element

reflexiv, antisymmetrisch, transitiv
Sei (M, ) teilweise geordnete Menge, so ist a

unterer Nachbar a baazb
oberer Nachbar b anazb

unmittelbarer Vorgénger unterer Nachbarn AxeM:a x b(x#a,x#b)

unmittelbarer Nachfolger oberer NachbarA Axe M:b x a(x#a,x#b)

sei M eine endliche, teilweise geordnete Menge und a b, so enthélt M stets
eine Kette von a nach b. Wenn T < M, so kénnen existieren:

x e T kleinstes Element in T x xVxeT
xeT grétes Elementin T x xVxeT
ae T minimales Element in T AxeT:x a(x#a)
ae T maximales Element in T AxeT:a x (x # 5)
s€ M untere Schranke von T s xVxeT

se M obere Schranke von T x sVxeT
ge M minimale untere Schranke von T g ist untere Schrankens g Vs
g

ée M maximale obere Schranke von T ist obere Schranke A é sVs



7. Algebraische Strukturen

Ist M eine beliebige Menge, so ist eine eindeutige Abbildung von M" — M eine n-stellige
algebraische Operation.
Eine algebraische Struktur ist eine Gesamtheit (M, Q) mit M als beliebige Menge und Q eine Menge

von Operationen Uber M.

linksneutrales Element e ;e ®a=aVaeM
Hel/\ﬂer L= e =er =¢

rechtsneutrales Element e, :a®e =aVaeM
neutrales Element c:e®a=a®e=aVvVaeM
linksinverses Element a;':a]' ®a=c¢
rechtsinverses Element a;':a®a;' =¢
inverses Element a'®a=a®a'=¢
Potenz a®a®..®a(n Mal)=3"
Algebraische Struktur (M, Q) M beliebig, Q beliebig
Gruppoid M, ®) ®:MxM — M (® ist binire Operation)
Halbgruppe Gruppoid mit (a ® b) ®c=a® (b ® c) Vab,ce M (® ist assoziativ)
Monoid Halbgruppe  mit neutralem Element e:e®a=a®e=aVaeM
Gruppe Monoid Vada'®a=a®a'=¢
Abelsche Gruppe Gruppe mit a®b=b®a Va,be M (® ist kommutativ)

. V Elemente sind Potenzen eines Elements
zyklische Gruppe Gruppe 0 _ n _1 n-1

e=a =a ,a,..a

Ring M, {®,®}) (M, ®) ist Abelsche Gruppe

. ® geht vor ®
(M, ®) ist Halbgruppe

(a®b)®c=(a®c)®(b®c)
c®@®b)=(c®a)®(c®Db)
O Nullelement, neutrales Element bezlglich & existiert

immer
=>0O0®a=a®®=0VaeM

—a inverses Element beziiglich &

Distributivitat

e (oder @) Einselement, neutrales Element beziglich ®
a®e=e®a=a @O =0 ®a = a)

Integrititsbereich Ring (M, ®) ist kommutativ, @ existiert immer
Nullteilerfreiheit: a®b=0=(a=0)v(b=0)



Integritats-

Korper (M\@, ®) ist kommutative Gruppe mit Einselement

bereich

() a®b®c)=(a®b)@cVa,b,ceM Assoziativitét
iy J10:a00=00a=aVaeM Nullelement
(i) a®b=b®aVa,beM Kommutativitat
(iv) VaeM3I(-a)eM:a®(-a)=0 Invertierbarkeit
(v) (a®b)®c=a®(b®c)Va,b,ce M Assoziativitét
(vij JeeM:a®e=e®a=aVaeM Einselement
(viiij a®b=b®aVa,beM Kommutativitat
(vii) VaeM,a#0:3a'eM:a®a' =e¢ Invertierbarkeit
(ix) a®(b®c)=(a®b)®(a®c)Va,b,ce M Distributivitét

_ ®, ® bindre Operationen, gleichberechtigt
(. {e.0. 7 )

Boolesche Algebra
g unare Operation

0 neutrales Element bezuglich @
| neutrales Element bezliglich ®

(i) x@y=y®x und x®@y=y®x Vx,ye M
x®(y®z)=(x®y)®z und
x®(y®z)=

(
(x®y ®zVx,y,ze M
(

)
x®(y®z)
(iii) )

)
x®y)®(x®z)und
)®

x®(y®z)=(x®y)®(x®z)Vx,y,ze M

(iv) x®0=x,x®I=xVxeM

(V) x+x=Lx®x=0VxeM

8. Linearer Raum

E ist linearer Vektorraum Uber K (K = Zahlenkérper, E = beliebige Menge), wenn

1) x+ye EVx,ye E 2) Axe EVxeE,Ae K

3) x+y=y+xVx,yeE Kommutativitst — 4) x+(y+z)=(x+y)+zVx,y,ze E Assoziativitit
5) d0eE:x+0=xVxeE Nullelement 6) ‘v’erH(—x)eE:(—x)+x=0

7) 1*x=xVxeE Einselement 8) Alux)=(Ap)xVA,peK,xeE

9) Alx+y)=Ax+AyVAeK,x,yeE 10) (A+u)x=Ax+puxVApeK,xeE



m
Linearkombination =it A Xot ot AnXm = 2Aix;€ E
i=l

(X1>X25-Xm € E, Koeffizienten ), ,,..A, € K)

lineare Hiille VON X, X5 Xm € E ISt span (X,X,,..X ) = {Zkixi 'V he K}
j=i

linear unabhingig > Aixi=0e A =A==, =0 (sonst linear abhangig) = LGS
i=1

Basis X n linear unabhangige Elemente im n-dimensionalen Raum E sind Basis X
jedes Element in E kann durch Ol
Linearkombination der Basis X,= (Xl,...,xm)* e =Y 0%, =x
dargestellt werden o, ) =

linearer Unterraum U Ax+uxe UVx,ye U\ ue K= 0e U, {0} ist Unterraum

(Teilraum) lineare Hulle von m (<n) Elementen aus E ist stets linearer Unterraum

lineare Mannigfaltigkeit x+U= {y=x+2z:Vze U}, xistfestund € E

Skalarprodukt (x,y) =z ordnet jedem Paar x,ye E eine Zahl ze K zu, wenn gilt:
(inneres Produkt) Lange der Projektion von y auf x.

QM
(i)
iy
{
{
{

X+Yy, Z> =<x, Z>+<y, Z> VX,y,z€ Z
AX, y> = 7\,<X, y> Vx,ye E,Ae Z
,y)=(y,x) Vx,ye E (konjugiert komplex)

i

(iv) X,x)20,(x,x)=0&x=0Vxe E
=1 x,y+z>=<y,y>+<x,z>Vx,y,zeE
=2 X, ky> =X<x, y>

Skalarprodukt hier
und nicht bei
Vektoroperationen

Cauchy-Schwarz-Bunjakowskysche Ungleichung: |(x, )| < \/{x, x){/(y. y)

R“:(x,y>=zxiyi a*b=|a |B|cos£(;,6)
i=1
unitarer Raum Raum mit Skalarprodukt
Orthogonal x, y € E orthogonal < <x, y> =0

Orthonormalbasis
(ONB)

Ist Basis X = (x;,X2»->Xm) VON E mit <Xi’XJ> = 90i.d)= {0 S

Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

1
1) Oc121 =<Y1’Y1>:> Oy =\/<yl,yl> X1=a—”yl
~ 1
2) %21 :<y2’X1> X2= Y, "% X ) =\/<§2:§2> XzzgX2
. - k-1 1
3) aki:<yk’xi>:1:l“k_1 Xk:}’k—;“ki Xi akk:\/<§ka§k> Xk = Xk

Die Spalten von T sind die Basiselemente der Basis A dargestellt in Basis

Transformationsmatrix B

-10 -



9. Vektoroperationen

Skalarprodukt
siehe vorige Seite

Vektorprodukt
(Kreuzprodukt)

Spatprodukt

1 —||- Zerlegung

Normen

Matrixnomen

<X, y> =z=x%*y Lange der Projektion von y auf x

Vektor X Vektor = Vektor

_ —  —

R A A Y122 = Y22y N o
VIXVy =X Y, Z) |=| 21Xy — 25X, =V VXV, ‘ZA(A(VI,VZ))
X2 Y2 Z X1Y2 = X2¥y
Rechte-Hand-Regel
Villvi=v=0 v, Llv,=>|v|=max=|v, |V, v =|v || v Siné(vl,vz)

Betrag Vektor = Flache des durch VTZ aufgespannten Parallelogramms

ax bb Cx
(a,b,c)=(a><b)*c=[3= a, b, ¢,
a, b, ¢

a aL:a_aH

[a] =§1ai P +an [ +otfan [P |
p

=max{|ai |}

n
Zeilensummennorm || A || =max ), | aj; | vertraglich mit Maximumnorm
1 j:]

n
Spaltensummennorm || A || =max ), | aj; | vertraglich mit Summennorm
iial

Vertraglichkeit | ax ]y, <[ Al I

N n

2

i

2 A%

]

< Matrixnorm * Vektornorm ['i/ | a |p +| a, |p +...+| a, |pj

-11 -



10. Punkt, Gerade, Ebene

Punkt A-a
Punkt-Punkt Abstand
Gerade g:;=5+kF (Q—B)x?:
Punkt-Gerade Abstand
Gerade-Gerade Abstand
Schnittpunkt
parallel
gleich

Ebene

Punkt-Ebene

Gerade-Ebene

Ebene-Ebene

mehrere Ebenen

e:x=p+Au+uv

-

0

a;—a;

| —_— —_—

| (Pl _Pz)(rl ><r2)|

— —

I, X1,
LGS A1 —A,1 =p, —p,
wenn kein Schnittpunkt oder r_; = yr:

wenn unendlich viele SP, parallel und p_; = EH&{ oder
Abstand =0

- -

(mpn=0 |3 wxv 06 F)0=[v 55
ox+Py+yz=9

uxv
(i-5)s
Abstand |* (xax+|3ay+yaz—6
3
Schnittpunkt LGS p, +A u+Uv—A,r=p, —p,
nicht I6sbar: parallel
Abstand: siehe Punkt-Ebene
unendlich viele Lésungen: Gerade liegt in Ebene
Schnittgerade LGS 7‘11T1.+H1‘71_7‘2€_H22 = E‘E ==L, =a+BU,
sG: g% =(p; +ou; Jea(pu; +v5 )
nicht I6sbar: parallel
Abstand: siehe Punkt-Ebene
unendlich viele L6sungen: Ebenen gleich
Normalenform einsetzen, a;x+by+cz=d,
LGS lésen

a,x+byy+c,z=d,

Ergebnis sind die Punkte auf dem

Schnittgebilde

a,x+b,y+c,z=d,

-12 -



11. lineare Operatoren

A:E, >E, Additivitat:  A(x +y)=Ax) +A(y)
Homogenitat:  A(Ax) =AA(x)
ist det A # 0 = ein-eindeutiger Operator
ist A symmetrisch <Ax, y> = <x, Ay> sonst <Ax, y> = <x, A*y>
Matrixdarstellung Spalten von A sind Bilder der Basiselemente von E; in der Basis E,

Anzahl Spalten = dim E;
Anzahl Zeilen = dim E,

12. Eigenwerte, Eigenvektoren

Eigenwerte A

charakteristisches Polynom

Diagonalisieren

Ahnlichkeitstransformation
Eigenvektoren bestimmen
algebraische Vielfachheit a

geometrische Vielfachheit g

AeR™ JheR,xeR":xA=Ax Eigenvektormatrix X
VAeR=det A=TIA

x(L) = det (A —AI)
Lésungen des Polynoms x (L) =0 setzen ergibt Eigenwerte.

A=XT'AX eR=X'AX
Diagonalisieren geht mit Matrix der normierten Eigenvektoren.

B = X'AX = gleiche Eigenwerte A

entweder sehen, oder A in Matrix einsetzen, Gauss machen, Ergebnis
kommt raus in Abh&ngigkeit von irgendwas = EV

Vielfachheit einer Lésung des charakteristischen Polynoms

Anzahl der Eigenvektoren zu einer Lésung des charakteristischen
Polynoms

1<g<a

-13-



13. Grenzwerte

konvergente Folgen si

nd beschrankt

beschrankte monotone Folgen haben einen Grenzwert / sind konvergent

bestimmt divergent:
unbestimmt divergent:

Dreifolgensatz

. 1
lim —
k—eo |

lim f*??2 In lim f*=lim In f*=1lim x In f ! = lim f*=e¢

lima; =oo
sonst

a, <b, <c, ‘v’kZNokli_r)nakz

0 a>0
=<1 oa=0
div oa<0

lim by, = lim ¢,
k—eo k—eo

0 |q<1

lim qk =41 q=0
k—oo .

div sonst

xInlim f

stetig f(xo) = Xliff}o f(x) evtl. Maximum, Minimum
unstetig 1At &= im0 g, = lim f(x) Supremum, Infimum
hebbar g1 = go, nur f(xg) nicht definiert oder # g4 bzw. # g
Sprungstelle g =g
2. Art mindestens ein Grenzwert ist uneigentlich (£ «) unbestimmt divergent
Polstelle Jm £00) = lim £0) = lim £(x) = oo
unbestimmt Divergent  mindestens ein Grenzwert existiert nicht
diffbar 3 hmw =g
h—0 h
f(x) 0 oo . fx f'(x
I’Hospital ( )——v—:> lim ( ): ’( )
x=xp g(x) 0 oo x=xy g(X)  x-xp g'(x)

Mittelwertsatz

Taylor-Entwicklung

f(x) =1(x) +1'(xg + V(X=X ))(X =X,)

f(x)= 2.

k=0

& 190 i :
k!

(k)
oder ’f(x)=zﬂ(x—xo)k
k=0 k!

-14 -



14. Flachen (coscp —sin (pJ

sin@ cos @

ax?+by?+cz?+ 2dxy + 2exz + 2fyz+gx + hy +iz+j=0

a d e\(x X
(x y z)|d b f|lyl+(g h i)|y|+j=0
e f c)lz z
A0 0)(x, X,
X, Vo z,)| 0 Ay O ||y, |+(@ h i)AT |y, [+j=0
n n n 2 n n
0 0 A;)lz, z,

neues Polynom aufstellen A,x,> +A,y,” +A3z,> +..+j=0

mit Eigenwerten Eigenvektoren bestimmen,
Eigenvektormatrix A zum Diagonalisieren
benutzen.

(siehe 12. Eigenwerte und Eigenvektoren)

Quadratische Ergdnzung machen

Die Normalform der Quadriken im R2 (Konstante a,b,p alle = 0)

RangA=2 (Alle Eigenwerte # 0) ]

X oY _ 120 Ellipse (evtl. Kreis)
Y
2 2
4L +1=0  leerc Menge \ T /
@
2y / \7
F\F-—lao Hyperbel
n
X2 gly?=0 Puokt
B ~gty2=0 Geradenpaar mit
@y Schni!!pupl;ll‘;!
RangA =1 (Ein Eigenwert = 0) 1
X —2py=0 Parabel &l
4
g2 =0 paralleles Geradenpaar ‘
xl4 gt =0 leere Menge
xt = Gerade x =0 —4

-15-




Die Normsalformen der Quadriken im Ry (Konstante a,b,c,p alle # 0)

Rang A =3

2 2,2
§5+§5+-§5—l=0
2 2 2

xt y Lz

+ L+ 41=0
2T a
2y g
?-Fﬁ—zj'!-l—o
LS R
a2 B -
R R
Xy
a2Tptas

PR
dtp-a=o

(Alle Eigenwerte # 0)

Ellipsoid (evt!. Kugel)

leere Menge

zweischaliges Hyperboloid

einschaliges Hyperboloid

Punkt

Kegel

Rang A =2 (Ein Eigenwert = 0)

N
~

%+%z——2pz=0
g-ly,:—z—sz:O
§;+§;+l=0
§‘§;+I=O
:—:+i—:=0
Rang A =1
x?—2py=0
X—a’=0

X +al=0
x?=0

elliptisches Paraboloid

hyperbolisches Paraboloid

leere Menge

elliptischer Zylinder

hyperbolischer Zylinder

Gerade

P

Ebenenpaar mit Schnittgerade

(Zwei Eigenwerte = ()

parabolischer Zylinder
paralleles Ebenenpaar
leere Menge

Ebene

-16 -

by

N




15. Kurven

Tangentenanstieg & Tangentenvektor )f(t) Normalenvektor _.Y(t)
x(t) y(t) x(t)
Schnittpunkt mit x-Achse: y =0 Schnittpunkt mit y-Achse: x =0
Tangente || x-Achse: y(t,)=0 Tangente || y-Achse: x(t;)=0

singuldre Punkte
Doppelpunkt t) # th, () = x(t,), y(t,) = y(t,)

), ¥(t)

x(t)  x(ty)
Beriihrungspunkt  Tangenten parallel

2 Tangenten

isolierter Punkt keine Tangente

Ruckkehrpunkt (Spitze) ;((to) = }'/(to) =0 (doppelte Tangente)

lim @7& lim @

Knickpunkt S i
tox T x()
Asymptotenpunkt tim [ X)) <[ %0
m =
symptotenpun ] N Yo
konvex >0
konkav <0

-17 -



16. Ableitungen / Differentialrechnung

f=cu|f=cuw y=uztv |y =uzxvVv
f=uv | f=uwv+vu f=2 f'=w
v v
f=u(vx)) | P=vE) (VX)) x" [ nx™!
1 1
tan x 5 arcsin X 5
cos” x 1-x
1 1
arccos X | — > arctan X >
1-x 1+x
1 ! *1a*l
0gaX | a* | a*lna
partielle Ableitungen Hessian Richtungsableitungen
mit Nabla-Operator Matrix aus gllen partiellen
Ableitungen
f
of C VEra:|a|=1
aX 2 XX © Xy
Vf=gradf = o Vi =H(x,y) =
A Fyxfyy
dy
1. Ansatz £
1 0 X
T, =span< [0 | |1 n=|f,
X fy -1
Tangentialebene: Xo 1 0
=>T=|y, +A[0 +ull AUe Z
f(Xo:Y()) fx(XO) fy(YO)

2. Ansatz  z=1(X(,yo)+ 1 (xg,¥0) (X—Xx¢)+1y(X0,¥0) (Y—¥0)

. . of of .
totales Differential: df = &dx +$d}’ df = Af fur Fehlerrechnung
!
Extremwerte V=0 zur Berechnung von statischen Punkten

V2f=H positive definit = Minimum, det d. Hauptminoren > 0
negativ definit = Maximum, 'det d. Hauptminoren alternierende
VZ (ais-negativ)
sonst keine Aussage (Sattelpunkt)
mit . -
Nebenbed|ngungen Lagrange' L(Xay’k)_f(xﬁ Y)+7\‘IYI +[7\‘nyn]

-18 -



17. Koordinatensysteme

kartesische Koordinaten

polare Koordinaten

X

X =TCO0S P,y =rsin @

a b
dA=dxdy A= _[dxjdy=ab
0 0

r=4X2+y?, 0=arg (x+iy)

R 2n
dA=drrdp A= Irdr _[d(p=TcR2
0 0

kartesische Koordinaten

Zylinderkoordinaten

Kugelkoordinaten

dz

dx

A

< [do
dr

dv,

X=rcos@,y=rsin@,z=h

X =rcos @sin ¥, y =rsin @ sin 0,
z=r1rcos ¥ Q€ [0;2n]ﬁe [0; n]

r=./x2+y2, ¢=arg (x +iy), h =z

r=4x*+y*+272, g=arg (x+iy,)

U = arccos %

dV =dxdydz
R

Irdr
0

H
V= [dh

b
V= mdxdydz = aIdx Idy}dz =abc
0 0 0 0

dV =r depdr dh

2n
[do=nR?H

0

dV =r2drdgsin 0de

2n
[do
0

R

T
V= _[r2dr _[sinﬂdl‘}=inR3
0 0 3

Ebenensymmetrie

Zylindersymmetrie

Kugelsymmetrie

d

T

V(1) = J

9 tan=f@na
r

>

Immer bei Skalarprodukt.

v =2 tloxi )= rexex)
r or

Immer bei Kreuzprodukt.

I

d

>

or

_dvar_
dr or

Immer bei V(r) und nicht V(;).

V()

-19 -




18. Integralrechnung

b c b a b b b
If(x)dx = If(x)dx+ If(x)dx jf(x)dx =0 j(ocf(x)+Bg(x))dx = (xjf(x)dx+ng(x) dx
. b

s [

Hauptsatz der Differential- und p _ _ s .
IntegralRechnung aj f(x)dx =F(b)—F(a) : F'(x)=f(x),x€ [a;b]

, d
Integration durch Substitution [f(g(x)) dx setzen: g (x)=z,z"= d_z
X
folglich: jf(z) dz = Grenzen einsetzen!
partielle Integration Ju'vdx =uv— fuvdx ; [uvdx =uv— [u'vdx
b
Flachenberechnung kartesisch A= j(f2 (x)—f,(x)) dx
9, £2
polar A= L) do
P 2
b L]
Parameter A=| (y () *x (t)] dt
Leibnitz Sektor t e .
(Uberschneidungsfrei, A= —( [y®x@®-y®x(® dt]
geschlossen) 24,

Bogenlange kartesisch ds =41+ f'(x)?

polar ds = r(e)* +1(0)?
Parameter ds = /X % +y (1)?
b
Rotationskérper Volumen V=n [f*(x)dx
b b
Mantelflache A=2m [f (x) ds (x) = 2 [y/1+£/(x)* £(x) dx

b
_|-x\11+f'(x)2 dx I?[f(x)\ll+f'(x)2dx

Schwerpunkt Kurvenstiick Xg=f—————— Y¥i="3
Y1+ (x)*dx [V1+£/(x)2dx
e 12£2(x)
Flache X, =— |x*f(x) dx s =— [——d
Aaj 0 Y A,J 2

-20-



B ty . .
Kurvenintegral 1. Art K[f(x)ds=K [f(x,y)ds= [f[x (t),y (D]\x (> +y (1) dt
A

tﬂ

b . .
Kurvenintegral 2. Art I= [Pdx =[P xdt+P, ydt = Kurve parametrisieren
Volumenberechnung V= m'de J-”f(x,y,z)dx dy dz z=1f(x,y): V= Hf(x, y)dx dy
Q Q A
cﬁf(r) dA = jjj 2 fr)dv= [11\4 f(r) dV g[f(r) dr= ) (—x f(r)J dA = jj(fo(r))
V(A) oT V(A) A(C) A(C)

19. Differentialgleichungen

dy

homogene DGL Trennung der Veranderlichen . =1f(x)
X
Integrieren: y(x) bis auf Konstante bestimmbar oder Y’ = ?
X
evil. Substituieren: Konst. durch AWP bestimmbar
inhomogene DGL Ansatz: y=Yg+y,
‘(x)+p(x) y(x) =g (x
y' (x)+p(x) y(x) = g(x) y'=f(1j:>v=1
feo—= =
Yp =D(x)*e_J.lD(x)dx f(v)—v X

= Einsetzen in DGL: D(x) = J'g (X)*eJP(x)dXdX

hdhere Ordnung

homogene DGL Ansatz Y =e™,y = he™, v = 02 .

o, A" +...+0,A7 + 0 A+ 0, =0 alle Nullstellen bestimmen
y=C *eM 4 Cpe™* .4 C FeM
bei mehrfach NS jeweils Ansatz mit x erweitern

Le C: Euler-Zerlegung: e'® =cos@+isin
A=azib=y=..4+C, cos (bx)e™ +C,,, sin (bx)e™

inhomogene DGL Stérgliederanséatze siehe Gohler S.83
bei Resonanzfall (oder wenn y fehlt) Ansatz mit x erweitern
Summen von g(x) = Summen der Anséatze
g(x)=ae® = Ae®*
g(x)=a,x"+a, X"+ ax+a,=>AX"+A,_ X"+ Ax+A,

g(x) =asin bx+ccosbx = Asinbx +Ccosbx

-21 -



20. Permutationen und Kombinationen

n n n!
maégliche Versuchsausgange (n aus M) (k) - [n —k] k!(n—k)!
mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
M!
geordnet M (M _n)'

M+n-1 M

ungeordnet { ) j
n n

21. Wahrscheinlichkeiten

P(A) = # gﬁn§t1g§ Ereignisse P(A|B) = m P(A UB) = P(A)+ P(B)— P(A A B)
# Ereignisse gesamt P(B)
\ pA, By PBIADP(A)
P(B)=>P(B|A;)P(A;) Satz von Bayes: n

i1 P(B)=2P(BIA))P(A))
j=1

22. Erwartungswert und Varianz

EX=) x; P(x;)= Tx f(x) dx
vi

—oo

D2X = E(X-EX)?=EX?>—(EX)? =Y (x; —EX)* P(x;) = sz f(x) dx — (EX)?
Vi —co

D?aX =a*D?*X

23. Momente

Ordnung = Summe der Potenzen der Zufallsvariablen

= . . o
eine Zufallsvariable m, =m, =E{X
%’ X * } Schiefe: 7y, = H—i = l»l_33
c
=-§ mxftlxgz o Moo o =ktxloc2...ocn Ha
g mehrere Zufallsvariablen ={EX°‘1 X% *X“n} Exzess: Y, = ”_1_3
| PR & o
. My
Wolbung : —
eine Zufallsvariable « =1, =B(X-m,)* =E (X-EX)* o*
_ ux Mo 1
£
5 anlxgz___xgn =Hoa,..0, = Ooo,..a,
N

mehrere Zufallsvariablen o o,
=E(X1—mx1) *(x,-m,, | *.(x
1

-22 -



24. Verteilungen F(x)=P(X<x)= Zpl—ff

Hypergeometrische Verteilung H, (k; N, M) [MJ[N_MJ
Lottomodell (n aus N mit m von M Guten) P(x=m)= mjn-m
N

EX=n2 D*X =n —(I—M)N > (H]

N N N-1
Binominalverteilung (Bernoulli) B(n; p)
EX =np DX =np (1-p) P(X=k)=(Eka (1_p)“‘k
maximale Varianz bei Messung DX = pl=p)

n

Poisson-Verteilung T, k

P(X=k)=k—'e’x
EX =2 DX =) k!

Ereignisse blitzartig, in unendlich kleiner Zeit keine Ereignisse, Anzahl von Intervalllange und
nicht Lage abhangig, bei sich nicht Gberlappenden Intervallen stochastisch unabhéngig

dazu: Poisson-Prozess (ut)
P(X,=k)y=——¢"
Xi ... # Ereignisse im Intervall der Lange t k!
Y ... Abstand zwischen zwei Ereignissen l—e M
P(Y<y)=P(Y<y)=
EX, =ut=2A D2X, =ut=A 0
Normalverteilung Ny o) (x—u)
1 N 2
f(x)= e 2
EX=pn DX =2 oV2T
X -1t o ()
Normieren auf N(0, 1): P(X<x) = 43[—) P(X < x)=®D(x) = [ 20° {4y
e OV2T -
Exponentialverteilung exp(4) e ™ x>0
f(x
1 | () { 0 x<0
EX=— DX =EX = — N
P(X < x) = l-e x>0
0 x<0
Gleichverteilung {
1 1 f(x) = {b : as<x<b
X==(b- D?X =—(b—a)? 0 sonst
5 (b-a) -3
E_aaSXSb
—a
P(X<x)=9 0 x<a
1 x>b

-23 -
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25. Mehrere Verteilungen

mehrere Normalverteilungen > X~ N(Z u;, Y o? ) ﬁ‘xggumnaﬁ] \l;)s:k%nmer;t\'/'ertellung die

1
mehrere Exponentialverteilungen Y X ~exp(Y ;)= exp[z Kj

26. Grenzwertbetrachtungen

Zentraler X—-u
Grenzwertsatz P(Z<x)~ n<x=o
Moivre-LaPlace bei np (1-p) =29 oder wenigstens > 4
P(X<x)= @ —— P __
np(1-p)
mit Stetigkeitskorrektur
Pa<X<b)=P(a—05<X<b+05)=d 2T | of 8=0.5-1p
np(1-p) np(i-p)
7\4k
Poisson np << 10 An >>1500p = Poissonverteilung P (X =k) = o e in= np
D2X
Tschebbysheff P(X-EX[]z¢)< o

-24 -



27. Konfidenzintervalle

Fehlerwarscheinlichkeit o
Fur einseitige Intervalle: 1-5 durch 1-a ersetzen.
Anzahl der Messungen ist n, daher n — 1 Freiheitsgrade

Verteilung gesucht Intervall
B(l, p ———
.. n - 5 x(l—x) 1 ?
> X+—z . =% Zi o g+ o A1
n+z o n 2 n n 2
N (w,0%) " I+ 2.5
_7\/3
N(M’Gz) " x t+ t 11“%
n-LI-= n
Nw.o®) o’ (n-1)—> (n=1)—>
2 2
Xn—l,l—% Xn—l,g
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28. Tests

Verteilung Hy H, Testfunktion kritischer Bemerkungen
der Grund- T(Xy,...,X,) Bereich K
gesamtheit
N(u,0?) W=y | [ po T= @\/ﬁ 7| > 212 o? ist bekannt
N(u,0?) pw<po | p> o T= @ﬁ T > 21 q =2 o? ist bekannt
N(u,0?) > | o< po T= @\/ﬁ T < —21_q=—2 o ist bekannt
N(u,0?) W=po | WF o T= Y"T:”“\/ﬁ IT| > tph-11-2 o ist unbekannt
N(u,0?) w<po | p> o T = Y"S—;““\/ﬁ T>th-11-a o2 ist unbekannt
N(u,0?) > | o< po T= Y"T:“U\/ﬁ T < —th-11-a o? ist unbekannt
N(p,o?) o*=0} | o* # o} T=(n- 1)2—? T<Xpqe @ ist unbekannt
oder
T>xp 11 s
N(p,0%) | 0* <ot | 0> a} T=(n- 1)5—? T>x 11w p ist unbekannt
N(p,0?) o>l | o<l T=(n 1)2—’; T<Xi 14  ist unbekannt
0
B(1,p) P=po | PFDPo =Xm IT| > 214 X : rel. Hiufigkeit
po(1—po) /
n muf} grofl sein
B(1,p) p<po | P>po = \/%\/ﬁ T >z q X : rel. Hiufigkeit
n muf grof} sein
B(1,p) P>po | P<po = \/%\/ﬁ T<—2_4 X : rel. Hiufigkeit
n muf} grofl sein
2 (Xa—X5) /23505 )
N(pa,08) |pa=pp | pa#Fpp | T = T[> tns4ng-21-2 | na, np miissen
\/(nA—l)S{zqﬁ»(nB—l)S?B
N(up,0%) grof} sein
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29. Notationen

f=0(g) Jc,dny: Vn=ny=f(n) <cg(n)

»f wachst nicht schneller als g*
f=Q(g) Je,dIng:Vn2ny=>f(n)2cgn)=g=0()

»f wachst mindestens so schnell wie g“
f=0(g) f=0(g)und g=0(f)

,f und g sind von der selben Gréf3enordnung®
f=o0(g) f(n) / g(n) ist Nullfolge

»f wachst langsamer als g"
f=ow(g) g=o(H

,f wachst schneller als g*

30. spezielle Formeln

Summe der ersten n natirlichen i n(n+1) n
Zahlen:

Summe der ersten n - 1
natlrlichen Zahlen:

Summe der Quadrate der ersten
n natlrlichen Zahlen:

Summe der 3. Potenz der ersten
n natlrlichen Zahlen:

geometrische Reihe:

Potenzfolge:

R = L O O B
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